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Problème

On se donne (𝛼, 𝛽) ∈ R×R*
+, et on considère la matrice symétrique 𝑆 :=

⎛⎜⎝ 𝛼 𝛽 𝛽
𝛽 𝛼 𝛽
𝛽 𝛽 𝛼

⎞⎟⎠ .

Partie I. Dans cette partie, l’espace vectoriel R3 est muni du produit scalaire usuel.

I.1. Que peut-on dire de 𝑆 ? Comment peut-on simplifier 𝑆 dans une base orthonormée
bien choisie ? On demande de répéter ci-dessous le contenu du théorème du cours utilisé.

La matrice 𝑆 est symétrique. Par conséquent (cours) , il existe une matrice orthogonale
Ω ∈ 𝑂𝑛(R) et une matrice diagonale 𝐷 ∈ 𝐷𝑛(R) telles que 𝑆 = Ω𝐷Ω−1.

I.2. Que peut-on dire a priori sur les valeurs propres de 𝑆 ?

Les valeurs propres de 𝑆 sont réelles.

I.3. Calculer le polynôme caractéristique 𝑃 (𝜆) de 𝑆.

𝑃 (𝜆) = (𝛼 + 2𝛽 − 𝜆)(𝛼 − 𝛽 − 𝜆)2.

On ne change pas la valeur du déterminant en ajoutant à la première colonne la somme
des deux dernières colonnes :

𝑃 (𝜆) = det (𝑆−𝜆𝐼𝑑) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝛼 − 𝜆 + 2𝛽 𝛽 𝛽

𝛼 − 𝜆 + 2𝛽 𝛼 − 𝜆 𝛽
𝛼 − 𝜆 + 2𝛽 𝛽 𝛼 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = (𝛼−𝜆+2𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 𝛽 𝛽

1 𝛼 − 𝜆 𝛽
1 𝛽 𝛼 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

On ne change pas la valeur du déterminant en retranchant 𝛽 fois la première colonne à
chacune des deux dernières colonnes ce qui donne :

𝑃 (𝜆) = (𝛼 − 𝜆 + 2𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 0 0

1 𝛼 − 𝜆 − 𝛽 0
1 0 𝛼 − 𝜆 − 𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = (𝛼 − 𝜆 + 2𝛽)(𝛼 − 𝜆 − 𝛽)2.

I.4. On admet que la matrice 𝑆 admet deux valeurs propres distinctes notées 𝜆1 et 𝜆2
qui sont telles que 𝜆1 > 𝜆2. Déterminer (en fonction de 𝛼 et de 𝛽) les valeurs de 𝜆1 et 𝜆2,
ainsi que les multiplicités de ces valeurs propres.



Les valeurs propres de 𝑆 sont les racines du polynôme 𝑃 (·), et leurs multiplicités sont les
exposants des monômes correspondants. Comme 𝛽 est positif, on a :

𝜆1 = 𝛼 + 2𝛽 de multiplicité 1,

𝜆2 = 𝛼 − 𝛽 de multiplicité 2,

qui sont les seuls choix compatibles avec la condition 𝜆1 > 𝜆2.

I.5. Trouver le vecteur propre normalisé 𝑓1 de 𝑆 qui est associé à la valeur propre 𝜆1 et
dont la première composante est positive.

𝑓1 = 1√
3

⎛⎜⎝ 1
1
1

⎞⎟⎠ .

I.6. Trouver les deux vecteurs propres normalisés 𝑓2 et 𝑓3 de 𝑆 qui sont tous deux associés
à la valeur propre 𝜆2, qui sont compatibles avec le contenu (partiellement complété) des
vecteurs colonnes ci-dessous, et qui sont orthogonaux (pour le produit scalaire usuel).

𝑓2 =

⎛⎜⎝ −1
1

⎞⎟⎠ , 𝑓3 =

⎛⎜⎝ −1
⎞⎟⎠ .

On peut toujours chercher ces vecteurs sous la forme :

𝑓𝑗 = 1√
1+𝑎2+𝑏2

⎛⎜⎝ −1
𝑎
𝑏

⎞⎟⎠ .

Un tel vecteur 𝑓𝑗 est vecteur propre de 𝑆 pour la valeur propre 𝜆2 si et seulement si :⎛⎜⎝ 𝛼 𝛽 𝛽
𝛽 𝛼 𝛽
𝛽 𝛽 𝛼

⎞⎟⎠ 𝑓𝑗 = (𝛼 − 𝛽) 𝑓𝑗 .

Cette condition fournit le système :⎧⎪⎨⎪⎩
𝛽(𝑎 + 𝑏 − 1) = 0,
−𝛽 + 𝛽𝑏 + 𝛽𝑎 = 0,
−𝛽 + 𝛽𝑎 + 𝛽𝑏 = 0.

Il faut et il suffit d’avoir 𝑎 + 𝑏 = 1. Dès lors, pour :

𝑓2 = 1√
2 + 2𝑎2 − 2𝑎

⎛⎜⎝ −1
𝑎

1 − 𝑎

⎞⎟⎠ , 𝑓3 = 1√
2 + 2𝑎̃2 − 2𝑎̃

⎛⎜⎝ −1
𝑎̃

1 − 𝑎̃

⎞⎟⎠ ,

la condition d’orthogonalité de 𝑓2 et 𝑓3 fournit :

2 + 2𝑎𝑎̃ − 𝑎 − 𝑎̃ = 0.



La valeur 𝑎 = 1 est imposée donnant accès à 𝑎̃ = −1 de sorte que :

𝑓2 = 1√
2

⎛⎜⎝ −1
1
0

⎞⎟⎠ , 𝑓3 = 1√
6

⎛⎜⎝ −1
−1
2

⎞⎟⎠ .

I.7. Déterminer une matrice Ω orthogonale permettant de diagonaliser 𝑆 en une matrice
diagonale dont les valeurs propres situées en position (𝑖, 𝑖) pour 𝑖 variant de 1 à 3 sont
classées par ordre décroissant.

La valeur propre en position (1, 1) doit être 𝜆1 puisque 𝜆1 > 𝜆2 ce qui oblige à ranger 𝑓1
en première colonne. Puis on peut ranger 𝑓2 et 𝑓3 dans n’importe quel ordre. Par exemple,
on peut prendre :

Ω =

⎛⎜⎝ 1/
√

3 −1/
√

2 −1/
√

6
1/

√
3 +1//

√
2 −1/

√
6

1/
√

3 0 2/
√

6

⎞⎟⎠ .

Partie II. Tout vecteur 𝑢 de R3 s’écrit 𝑢 = 𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥̃𝑓1 + 𝑦𝑓2 + 𝑧𝑓3. Dans cette
partie, R3 est muni de la forme bilinéaire symétrique 𝜙(𝑢, 𝑢) = 𝑡𝑢𝑆𝑢 induite par 𝑆.

II.1. Déterminer la forme quadratique 𝑞(·) associée à la matrice 𝑆 dans la base canonique.

On obtient :

𝑞(𝑢) ≡ 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛼𝑥2 + 𝛼𝑦2 + 𝛼𝑧2 + 2𝛽𝑥𝑦 + 2𝛽𝑥𝑧 + 2𝛽𝑦𝑧.

II.2. Déterminer l’expression de la forme quadratique 𝑞(·) dans la base (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3).

La nouvelle matrice s’obtient en calculant 𝑡Ω𝑆Ω = 𝐷 ce qui donne :

𝑞(𝑢) ≡ 𝑞(𝑥̃, 𝑦, 𝑧) = (𝛼 + 2𝛽)𝑥̃2 + (𝛼 − 𝛽)𝑦2 + (𝛼 − 𝛽)𝑧2.

II.3. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur 𝛼 et 𝛽 pour que la forme
quadratique 𝑞(·) soit dégénérée.

Il faut que l’une ou l’autre des deux valeurs propres soit nulle, ce qui équivaut à 𝛼 = 𝛽
ou 𝛼 = −2𝛽.

II.4. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur 𝛼 et 𝛽 pour que la forme
quadratique 𝑞 soit définie positive. On suppose désormais 𝑞 définie positive.

Il faut que les deux valeurs propres soient strictement positives, ce qui équivaut à 𝛼 > 𝛽.

II.5. Montrer qu’on peut trouver une base (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) de R3 qui est orthonormée pour 𝜙
et telle que 𝑓𝑗 = 𝛾𝑗𝑓𝑗 avec 𝛾𝑗 ∈ R*

+ pour tout 𝑗 ∈ {1, 2, 3}. Déterminer les 𝛾𝑗 .

𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾3 =



D’abord, des vecteurs 𝑓𝑗 choisis comme indiqué sont deux à deux orthogonaux puisque :

∀ 𝑖 ̸= 𝑗, 𝜙(𝑓𝑖, 𝑓𝑗) = 𝑡𝑓𝑖𝑆𝑓𝑗 = 𝛾𝑖𝛾𝑗
𝑡𝑓𝑖𝑆𝑓𝑗 = 𝛾𝑖𝛾𝑗 𝜆𝑗𝑓𝑖 · 𝑓𝑗 = 0.

Ensuite, pour déterminer les 𝛾𝑗, il faut normaliser les 𝑓𝑗 pour 𝜙 (ou 𝑞) ce qui impose :

1 = 𝑞(𝑓𝑗) = 𝛾2
𝑗 𝑞(𝑓𝑗) = 𝛾2

𝑗
𝑡𝑓𝑗𝑆𝑓𝑗 = 𝛾2

𝑗 𝜆𝑗 .

Par conséquent :

𝛾1 = (𝛼 + 2𝛽)−1/2, 𝛾2 = (𝛼 − 𝛽)−1/2, 𝛾3 = (𝛼 − 𝛽)−1/2.

II.6. Soit (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ R3. On considère la droite 𝒟 engendrée par le vecteur 𝑢̌ = 𝑡(𝑎, 𝑏, 𝑐),
c’est-à-dire d’équation 𝒟 :=

{︀
(𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠); 𝑠 ∈ R

}︀
. Donner une condition nécessaire et

suffisante portant sur 𝑢̌ pour que les plans orthogonaux à 𝒟 pour 𝜙 et pour le produit
scalaire euclidien coïncident.

Les plans orthogonaux 𝒫𝜙 et 𝒫 à 𝒟 pour respectivement 𝜙 et le produit scalaire euclidien
sont déterminés par :

𝒫𝜙 :=
{︀
𝑣 ∈ R3 ; 𝜙(𝑣, 𝑢̌) = 𝑡𝑣𝑆𝑢̌ = 0

}︀
, 𝒫 :=

{︀
𝑣 ∈ R3 ; 𝑡𝑣𝑢̌ = 0

}︀
.

Ces deux plans coïncident si et seulement si les vecteurs 𝑆𝑢̌ et 𝑢̌ sont colinéaires, c’est-à-
dire si 𝑢̌ est vecteur propre de 𝑆. Dans la pratique, il faut et il suffit que 𝑢̌ soit colinéaire
à 𝑓1 ou qu’il soit dans le plan engendré par 𝑓2 et 𝑓3.

II.7. Ecrire dans la base canonique la matrice 𝑃 de la projection orthogonale (pour 𝜙 )
de R3 sur la droite 𝐷 :=

{︀
(−𝑠, 0, 𝑠); 𝑠 ∈ R

}︀
.

On travaille ici avec 𝑢̌ = 𝑡(−1, 0, 1)/
√

2 = (𝑓2 +
√

3𝑓3)/2. D’après ce qui précède 𝑃𝜙 et 𝑃
coïncident de sorte que les projections orthogonales de R3 sur la droite 𝐷 pour 𝜙 et le
produit scalaire euclidien coïncident. Comme 𝑢̌ est de norme euclidienne égale à 1, on a
𝑃𝑢⃗ = (𝑢⃗ · 𝑢̌)𝑢̌ d’où l’on déduit :

𝑃 =

⎛⎜⎝ −1/
√

2
0

1/
√

2

⎞⎟⎠ 𝑡(−1/
√

2, 0, 1/
√

2) = 1√
2

⎛⎜⎝ 1 0 −1
0 0 0

−1 0 1

⎞⎟⎠ .

D’autres raisonnements sont possibles pour aboutir à ce résultat.


