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Convolution de distributions et équations

Exercice 1

Quelques calculs de convolutions.

1. Expliciter T ∗ δ0 et T ∗ δa, avec T ∈ D′(RN ) et a ∈ RN .

2. f ∗ 1[a,b] avec f ∈ C∞(R) et 1[a,b] ∗ 1[c,d] avec a, b, c et d dans R et a < b, c < d.

3. δa ∗ δb.
4. δ′0 ∗ δ′0.
5. Que peut-on dire de H ∗ f avec f ∈ L1

loc(R) à support dans R+ ?

Exercice 2

Soit S ∈ E ′(R) et P un polynôme de degré k. Montrer que S ∗ P est également un polynôme de degré au plus k.

Exercice 3

1. Soit T ∈ D′(R). Montrer qu’il existe une distribution S ∈ D′(R) à support compact telle que S ∗ T = T (k).

2. Soit T , S dans D′(R), S à support compact, et n ∈ N. Démontrer la formule suivante :

xn(T ∗ S) =
n∑

k=0

Ck
n(x

kT ) ∗ (xn−kS).

Exercice 4

Soit E la distribution de D′(R2) donnée par la fonction

∀(t, x) ∈ R2, E(x, t) =

{
1
2 si t− |x| > 0
0 si t− |x| ≤ 0.

1. Calculer (∂2
tt − ∂2

xx)E dans D′(R2).

2. En déduire une solution u ∈ D′(R2) de l’équation

(∂2
tt − ∂2

xx)u = f

avec f ∈ D′(R2) à support compact.

3. Que peut-on dire sur la régularité de u lorsque le second membre de l’équation est dans D(Ω), Ω ouvert
borné de R2.

Exercice 5

1. Pour φ ∈ D′(R2) on note

⟨T, φ⟩ =
∫
R
φ(t, t) dt, ⟨T+, φ⟩ =

∫ ∞

0

φ(t, t) dt.

Montrer que T, T+ ∈ D′(R2) et calculer ∂1T + ∂2T ainsi que ∂1T
+ + ∂2T

+ dans D′(R2).

2. Soit D = {(x1, x2) ∈ R2| x2 ≥ |x1|} et F la fonction indicatrice de D. Calculer les expressions suivantes :

∂1F − ∂2F et ∂2
1F − ∂2

2F dans D′(R2).



3. Soit la fonction E : R2 → R donnée par

E(t, x) =
H(t)√
4πt

e
−x2

4t .

Calculer ∂tE − ∂2
xE dans D′(R2).


