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Question de cours. Soient 𝑆 et 𝑇 dans ℰ ′(R). Expliquer comment est définie
la convolution de 𝑆 avec 𝑇 . Identifier (sous une forme simplifiée) la valeur de 𝛿′

𝑎 * 𝛿′
𝑏.

Exercice I. Soit 𝑔 ∈ 𝐿1(R). Pour tout 𝑛 ∈ N, on considère les distributions :
— 𝑇𝑛 ∈ 𝒟′(R) associée à la fonction R ∋ 𝑥 ↦→ 𝑛 𝑔(𝑛𝑥) ;
— 𝑆𝑛 ∈ 𝒟′(R) associée à la fonction R ∋ 𝑥 ↦→ (𝑛 + 1)

[︁
𝑔

(︁
𝑥 − 1

𝑛 + 1
)︁

− 𝑔(𝑥)
]︁
.

I.1. Montrer que la suite (𝑇𝑛)𝑛∈N converge dans 𝒟′(R) et calculer sa limite.

I.2. Montrer que la suite (𝑆𝑛)𝑛∈N converge dans 𝒟′(R) et calculer sa limite.

Exercice II. On considère les applications linéaires suivantes de 𝒟(R) dans C :

— 𝑇 : 𝜙 ↦→
∫︁ +∞

0
𝜙(𝑥2) 𝑑𝑥 ;

— 𝑆 : 𝜙 ↦→ lim
𝜀→0+

(︂∫︁
R∖[−𝜀,𝜀]

𝜙(𝑥)
𝑥2 𝑑𝑥 − 2 𝜙(0)

𝜀

)︂
.

II.2. Montrer que 𝑇 est une distribution. Quel est son ordre ?

II.2. Montrer que 𝑆 est une distribution. Quel est son ordre ?

Exercice III. On note 𝐻 la fonction de Heaviside (qui vaut 0 pour 𝑥 ≤ 0 et 1
pour 𝑥 > 0). On désigne par 𝐻*𝑛 le produit de convolution de 𝐻 par elle-même 𝑛
fois (𝐻 * 𝐻 * · · · * 𝐻 répété 𝑛 fois).
III.1) Montrer par récurrence que 𝐻*𝑛 = 𝑥𝑛−1 𝐻/(𝑛 − 1)!.

III.2) Que vaut la dérivée d’ordre 𝑛 de 𝐻*𝑛 ?
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Exercice IV. On travaille ici dans 𝒮(R) et 𝒮 ′(R).
IV.1) Rappeler la définition de la transformation de Fourier dans l’espace de
Schwartz 𝒮(R𝑑), puis dans 𝒮 ′(R𝑑).

IV.2) Quelle est la transformation de Fourier de la fonction constante égale à 1 ?

IV.3) Etant donné 𝑐 ∈ R*
+, on pose 𝑔𝑐(𝑥) := 𝑒−|𝑥|/𝑐. Calculer la transformation de

Fourier 𝑔𝑐 de 𝑔𝑐.

IV.4) Identifier la limite (pour N ∋ 𝑛 → +∞) dans 𝒮 ′(R𝑑) de la suite (𝑔𝑛)𝑛, et en
déduire la limite dans 𝒮 ′(R𝑑) de la suite (𝑔′

𝑛)𝑛.

IV.5) Déterminer ̂︁𝑔′
𝑛.

IV.6) Déduire de ce qui précède la limite (pour 𝑛 → +∞) de ̂︁𝑔′
𝑛.

IV.7) On se donne (𝑎, 𝑏) ∈ R2
+ avec 0 < 𝑎 < 𝑏. On considère l’équation fonctionnelle

(⋆)
∫︁ +∞

−∞

𝑓(𝑡)
(𝑥 − 𝑡)2 + 𝑎2 𝑑𝑡 = 1

𝑥2 + 𝑏2 , 𝑥 ∈ R

d’inconnue la fonction 𝑓 ∈ 𝐿1(R).
IV.7.1) Utiliser la question IV.3) en vue d’interpréter (⋆) à l’aide d’opérations
impliquant 𝑔1/𝑎 et 𝑔1/𝑏.
IV.7.2) Utiliser la transformation de Fourier pour déterminer les fonctions 𝑓 qui
sont solutions de (⋆).

Exercice V. Existe-t-il une fonction 𝑓 ∈ 𝒮(R) non nulle telle que∫︁
R

𝑥𝑘 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0 , ∀𝑘 ∈ N ?

Exercice VI. Montrer que la distribution 𝑣𝑝 (1/𝑥) est une distribution tempérée.

Exercice VII. Soit 𝛼 ∈] − 1, 0[. On considère la distribution 𝑇𝑓 ∈ 𝒟′(R) qui
est associée à la fonction 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(R) définie (pour 𝑥 ̸= 0) par 𝑓(𝑥) = |𝑥|𝛼. Montrer
que la dérivée au sens des distributions de 𝑇𝑓 est donnée par

⟨𝑇 ′
𝑓 , 𝜙⟩𝒟′×𝒟 = 𝛼

∫︁ +∞

0
𝑥𝛼−1

(︁
𝜙(𝑥) − 𝜙(−𝑥)

)︁
𝑑𝑥 , ∀ 𝜙 ∈ 𝒟(R) .


