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Question de cours. Soient 𝑓 ∈ 𝐶∞(R) et 𝑇 ∈ 𝒟′(R). Que vaut (𝑓𝑇 )′ au sens
des distributions, en fonction de 𝑓, 𝑓 ′, 𝑇 et 𝑇 ′ ?

(𝑓𝑇 )′ = 𝑓 ′𝑇 + 𝑓𝑇 ′.

Démontrer la formule.

Soit 𝜙 ∈ 𝒟(R) : par définition de la dérivée dans 𝒟′(R),

⟨(𝑓𝑇 )′, 𝜙⟩ = − ⟨𝑓𝑇, 𝜙′⟩ = − ⟨𝑇, 𝑓𝜙′⟩ .

Or (𝑓𝜙)′ = 𝑓 ′𝜙+ 𝑓𝜙′, et toutes ces fonctions sont dans 𝒟(R), donc

⟨(𝑓𝑇 )′, 𝜙⟩ = − ⟨𝑇, (𝑓𝜙)′ − 𝑓 ′𝜙⟩ = ⟨𝑇 ′, 𝑓𝜙⟩ + ⟨𝑇, 𝑓 ′𝜙⟩ = ⟨𝑓𝑇 ′, 𝜙⟩ + ⟨𝑓 ′𝑇, 𝜙⟩ .

Ceci étant vrai pour toute 𝜙 ∈ 𝒟(R), on a bien (𝑓𝑇 )′ = 𝑓 ′𝑇 + 𝑓𝑇 ′.

Exercice I. On note 𝐻(𝑥) = 1[0,+∞[(𝑥) la fonction de Heavyside.
I.1) Soit 𝜆 ∈ R. Calculer au sens des distributions,(︃

𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆

)︃(︁
𝑒𝜆𝑥𝐻(𝑥)

)︁
= 𝛿

On remarque que (︃
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆

)︃(︁
𝑒𝜆𝑥
)︁

= 0.



On applique la question précédente sachant que 𝐻 ′ = 𝛿. Ainsi, pour 𝜙 ∈ 𝒟(R), on a⟨(︃
𝑑

𝑑𝑥
− 𝜆

)︃(︁
𝑒𝜆𝑥𝐻(𝑥)

)︁
, 𝜙

⟩
=
⟨
𝑒𝜆𝑥𝐻 ′(𝑥), 𝜙

⟩
=
⟨
𝐻 ′, 𝑒𝜆𝑥𝜙

⟩
=
⟨
𝛿, 𝑒𝜆𝑥𝜙

⟩
= 𝜙(0).

La dérivée à calculer vaut 𝛿.

I.2) Soit 𝜔 > 0. Calculer au sens des distributions,(︃
𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝜔2
)︃(︃

sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝐻(𝑥)
)︃

=

On applique successivement la même formule qu’avant :(︃
𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝜔2
)︃(︃

sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝐻(𝑥)
)︃

= 𝑑

𝑑𝑥

(︃
sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝐻 ′(𝑥) + cos(𝜔𝑥)𝐻(𝑥)
)︃

+ 𝜔 sin(𝜔𝑥)𝐻(𝑥)

= sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝐻 ′′(𝑥) + 2 cos(𝜔𝑥)𝐻 ′(𝑥).

Pour 𝜙 ∈ 𝒟(R), et puisque 𝐻 ′ = 𝛿,⟨
sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝐻 ′′(𝑥) + 2 cos(𝜔𝑥)𝐻 ′(𝑥), 𝜙
⟩

=
⟨
𝐻 ′′,

sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝜙

⟩
+ 2 ⟨𝐻 ′(𝑥), cos(𝜔𝑥)𝜙⟩

= −
⟨
𝐻 ′,

(︃
sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝜙

)︃′⟩
+ 2𝜙(0)

= −
(︃

sin(𝜔𝑥)
𝜔

𝜙

)︃′

(0) + 2𝜙(0) = 𝜙(0).

On retrouve donc 𝛿.

T.S.V.P. =⇒



Exercice II. Soit 𝑎 > 0. Trouver la limite dans 𝒟′(R), lorsque 𝑎 → 0, de

𝑇𝑎 : 𝑥 ↦→ 𝑎

𝑥2 + 𝑎2 .

Soit 𝑣 telle que 𝑣′(𝑥) = 𝑎
𝑥2+𝑎2 . En choisissant 𝑣(0) = 0, on a

𝑣(𝑥) = Arctan
(︂
𝑥

𝑎

)︂
.

Pour 𝜙 ∈ 𝒟(R), on utilise une intégration par parties,

⟨𝑇𝑎, 𝜙⟩ =
∫︁ +∞

−∞

𝑎

𝑥2 + 𝑎2𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑣(𝑥)𝜙(𝑥)
⃒⃒⃒⃒+∞

−∞
−
∫︁ +∞

−∞
Arctan

(︂
𝑥

𝑎

)︂
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥.

Le terme intégré est nul car 𝜙 ∈ 𝒟(R). Pour la dernière intégrale, on peut appliquer
le théorème de convergence dominée car 𝜙′ ∈ 𝐿1(R) :∫︁ +∞

−∞
Arctan

(︂
𝑥

𝑎

)︂
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 0

−∞
Arctan

(︂
𝑥

𝑎

)︂
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ +∞

0
Arctan

(︂
𝑥

𝑎

)︂
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥

−→
𝑎→0

−𝜋

2

∫︁ 0

−∞
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥+ 𝜋

2

∫︁ +∞

0
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 = −𝜋𝜙(0),

donc ⟨𝑇𝑎, 𝜙⟩ → 𝜋𝜙(0) et 𝑇𝑎 tend vers 𝜋𝛿.

Exercice III. Soit 𝜓 ∈ 𝐿1(R) impaire et à support compact. On considère la
suite

𝜓𝑛(𝑥) = 𝑛2𝜓(𝑛𝑥).
III.1) Déterminer la limite de la suite 𝜓𝑛 dans 𝒟′(R), pour 𝜓(𝑥) = tan(𝑥)1[−1,1](𝑥).

Soit 𝜙 ∈ 𝒟(R) :
⟨𝜓𝑛, 𝜙⟩ =

∫︁
R
𝑛2𝜓(𝑛𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

On pose le changement de variable 𝑦 = 𝑛𝑥, pour trouver

⟨𝜓𝑛, 𝜙⟩ = 𝑛
∫︁

R
𝜓(𝑦)𝜙

(︂
𝑦

𝑛

)︂
𝑑𝑦 = 𝑛

∫︁ 1

−1
tan(𝑦)𝜙

(︂
𝑦

𝑛

)︂
𝑑𝑦.

La formule de Taylor avec reste intégral pour 𝜙 donne

𝜙
(︂
𝑦

𝑛

)︂
= 𝜙(0) + 𝑦

𝑛
𝜙′(0) +

(︂
𝑦

𝑛

)︂2 ∫︁ 1

0
(1 − 𝜃)𝜙′′

(︃
𝜃𝑦

𝑛

)︃
𝑑𝜃.

Comme la fonction tan est impaire,

𝑛
∫︁ 1

−1
tan(𝑦)𝜙(0)𝑑𝑦 = 𝑛𝜙(0)

∫︁ 1

−1
tan(𝑦)𝑑𝑦 = 0.

T.S.V.P. =⇒



Par ailleurs,⃒⃒⃒⃒
⃒𝑛
∫︁ 1

−1
tan(𝑦)

(︃(︂
𝑦

𝑛

)︂2 ∫︁ 1

0
(1 − 𝜃)𝜙′′

(︃
𝜃𝑦

𝑛

)︃
𝑑𝜃

)︃
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑛

∫︁ 1

−1
| tan(𝑦)|

(︂
𝑦

𝑛

)︂2
‖𝜙′′‖𝐿∞𝑑𝑦

⩽
1
𝑛

‖𝜙′′‖𝐿∞

∫︁ 1

−1
| tan(𝑦)|𝑑𝑦,

donc
⟨𝜓𝑛, 𝜙⟩ = 𝜙′(0)

∫︁ 1

−1
𝑦 tan(𝑦)𝑑𝑦 + 𝒪

(︂ 1
𝑛

)︂
,

et finalement
𝜓𝑛 −→

𝑛→+∞
−
(︂∫︁ 1

−1
𝑦 tan(𝑦)𝑑𝑦

)︂
𝛿′

0 dans 𝒟′(R).

III.2) Déterminer la limite de la suite 𝜓𝑛 dans 𝒟′(R) dans le cas général 𝜓 ∈ 𝐿1(R)
impaire et à support compact.

Soit 𝜙 ∈ 𝒟(R) :

⟨𝜓𝑛, 𝜙⟩ =
∫︁

R
𝑛2𝜓(𝑛𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑛

∫︁
R
𝜓(𝑦)𝜙

(︂
𝑦

𝑛

)︂
𝑑𝑦.

Comme 𝜓 est à support compact, il existe 𝑀 > 0 tel que

⟨𝜓𝑛, 𝜙⟩ = 𝑛
∫︁ 𝑀

−𝑀
𝜓(𝑦)𝜙

(︂
𝑦

𝑛

)︂
𝑑𝑦.

On reprend la formule de Taylor pour 𝜙 comme avant, et comme 𝜓 est impaire,

𝑛
∫︁ 𝑀

−𝑀
𝜓(𝑦)𝜙(0)𝑑𝑦 = 𝑛𝜙(0)

∫︁ 𝑀

−𝑀
𝜓(𝑦)𝑑𝑦 = 0.

Par ailleurs,⃒⃒⃒⃒
⃒𝑛
∫︁ 𝑀

−𝑀
𝜓(𝑦)

(︃(︂
𝑦

𝑛

)︂2 ∫︁ 1

0
(1 − 𝜃)𝜙′′

(︃
𝜃𝑦

𝑛

)︃
𝑑𝜃

)︃
𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝑛

∫︁ 𝑀

−𝑀
|𝜓(𝑦)|

(︂
𝑦

𝑛

)︂2
‖𝜙′′‖𝐿∞𝑑𝑦

⩽
𝑀2

𝑛
‖𝜙′′‖𝐿∞

∫︁ 𝑀

−𝑀
|𝜓(𝑦)|𝑑𝑦,

donc
⟨𝜓𝑛, 𝜙⟩ = 𝜙′(0)

∫︁ 𝑀

−𝑀
𝑦𝜓(𝑦)𝑑𝑦 + 𝒪

(︂ 1
𝑛

)︂
,

et finalement
𝜓𝑛 −→

𝑛→+∞
−
(︂∫︁

R
𝑦𝜓(𝑦)𝑑𝑦

)︂
𝛿′

0 dans 𝒟′(R).

Cette intégrale est bien définie, puisque∫︁
R

|𝑦𝜓(𝑦)|𝑑𝑦 =
∫︁ 𝑀

−𝑀
|𝑦𝜓(𝑦)|𝑑𝑦 ⩽𝑀

∫︁ 𝑀

−𝑀
|𝜓(𝑦)|𝑑𝑦 = 𝑀‖𝜓‖𝐿1(R).


