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Question de cours. Soient f € C*°(R) et T' € D'(R). Que vaut (f7T)" au sens
des distributions, en fonction de f, f/, T et T"?

(fT) = f'T + T

Démontrer la formule.
Soit ¢ € D(R) : par définition de la dérivée dans D'(R),
((fT),0) = = (fT,¢") = = (T’ f¢').
Or (fo) = flo+ f¢, et toutes ces fonctions sont dans D(R), donc
(1) ) = = (T, (f@) = f'o) =T, fo) + (T, f'o) = (fT",0) + {f'T, p) .

Ceci étant vrai pour toute ¢ € D(R), on a bien (fT) = f'T + fT".

Exercice I. On note H(x) = Ljg 1o0((2) la fonction de Heavyside.

[.1) Soit A € R. Calculer au sens des distributions,

(CZU - )\> (eMH(x)) =0

On remarque que



On applique la question précédente sachant que H' = 6. Ainsi, pour ¢ € D(R), on a

<<CZ{E - A) C:®) ,so> = (MH'(@),0) = (H', ) = (3,60) = o(0).

La dérivée a calculer vaut d.

1.2) Soit w > 0. Calculer au sens des distributions,

() () -

On applique successivement la méme formule qu’avant :

(i) (2 010) = o (MU0 4 contwn) () ) +snfn) (0

dx? w dx w
_ sin(wz)

- H"(z) + 2 cos(wz)H'(x).

Pour ¢ € D(R), et puisque H' = 0,

sin(wx)

<H”(:c) + 2 cos(wz)H'(z), <p> = <H Smfuw)so> +2 (H'(z), cos(w)yp)

w o <H’, (Siniwm)‘p>/> - 25(0)

. (Si“(”) w)l (0) + 26(0) = 4(0).

w

On retrouve donc 9.
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Exercice 1I. Soit a > 0. Trouver la limite dans D'(R), lorsque a — 0, de
Ty :x—> ———.
TRy

Soit v telle que v'(x) = %5 En choisissant v(0) =0, on a

v(x) = Arctan (I) :

a
Pour ¢ € D(R), on utilise une intégration par parties,
T a
o) = [ @) = v@)e()
Le terme intégré est nul car ¢ € D(R). Pour la derniére intégrale, on peut appliquer
le théoréme de convergence dominée car ¢’ € L*(R) :

+o0 +00

- Arctan (x) o' (z)dx.

—00 — 00 a

Foo x\ , 0 z\ , +oo x\
Arctan () o' (z)dx = / Arctan () @' (z)dx + / Arctan () o' (z)dz
—00 a —00 a 0 a
TP g@de+ T [ g@)de = —mp(0
— -3 _d@da+Z [ @) = —np(0),

donc (T,,p) — mp(0) et T, tend vers mo.

Exercice III. Soit ¢ € L*(R) impaire et & support compact. On considére la
suite

Yn(2) = n*(nx).
I11.1) Déterminer la limite de la suite 1, dans D'(R), pour () = tan(z)Lj—1 ().

Soit ¢ € D(R) :
(W9 = [ n*0(na)pla)dr.

On pose le changement de variable y = nx, pour trouver
y ! y
(thn, ) = n/ U(y)e () dy = n/ tan(y)e () dy.
R n ~1 n
La formule de Taylor avec reste intégral pour ¢ donne

o(2) = o0+ Lo+ (1) [a-oe (2)a

n

Comme la fonction tan est impaire,

n / 1 tan(y)e(0)dy = ne(0) / 1 tan(y)dy = 0.

-1 -1
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Par ailleurs,

n[:mmw<cg2éiy—@w<%vd@dy

! A
<n [ Jtan()] (L) I¢" s~ dy

1 1
<l [ [tan(y)ldy,
n 1

donc
/ ! 1
(¢n, ) = ©'(0) [1 y tan(y)dy + O <n> ,
et finalement

vy — — (/_11 ytan(y)dy) 6y dans D'(R).

n—-+o0o

[11.2) Déterminer la limite de la suite ¢, dans D'(R) dans le cas général ¢ € L'(R)
impaire et a support compact.

Soit ¢ € D(R) :

(o) = [ nna)p(a)ds =n [ wly)e (L) dy.

Comme 1 est a support compact, il existe M > 0 tel que

(Y, ) = n/M U(y)e (y) dy.
-M n
On reprend la formule de Taylor pour ¢ comme avant, et comme v est impaire,
M M
nLMw(y)w(O)dy = n(0) LM U(y)dy = 0.
Par ailleurs,

w [ v ((;Z) [a-o (ff) de) dy

<n [ 1wl (L) 16 ledy

M? M
<l [ lely)lay,
n M

donc . X
(¥n, ) = ¢(0) /_M yo(y)dy + O (n> ,
et finalement
dn ==~ ([wiw)dy) ) dans D'R)

Cette intégrale est bien définie, puisque

M M
/R\yw(y)!dy = LM lyd(y)|dy < M/M [(y)|dy = M||9]| 21 wy-



